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Exercice 1

Question 1.a

et — p(k+1) _gx — p(B) o ¥
Or, par définition, Txz* + ¢ = z*, d’ou
Tz® 4 c—z* =Tz® 4 ¢ — (Ta* +¢) = T(a® — 2*) = Te®)
En développant, on a

e*tD) = Telk) = 2c(=1) — = Th+1(0)

Question 1.b

D’aprés le TDO, il y a équivalence entre les propositions suivantes
Vo € R", lim B*z =04 p(B) <1
k—o0

Ainsi, la suite (zy)r converge si et seulement si p(T) < 1

Question 1.c

D’aprés la question 1.a, on a e(®) = Tke(0)
Ainsi

1o = [Ty < [IT*]|2 x [[eP]2 < [IT]]5 x [[e]]2
Or, par définition
IT|[3 = p(T"T)

Donc

k
ITIE % |[e@l2 = /p(TTT) x [|e®]]z = p(TTT)*? x |||
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Question 2.a
M=A+NoeM' =AT 4y NT e MT+ N=AT + NT + N

Or, AT est symétrique car A l'est, et N7 + N est symétrique.

De plus, la somme de deux matrices symétriques est symétrique, donc M7 + N est symétrique.

Question 2.b
Question 3

La décomposition de Jacobi s’écrit telle que

A=M-N M=D N=—(L+70)

La suite est ainsi définie par
Ar=b< (M -~ N)z=be Me=Nz+besao=M 'Ne+M '
Ce qui nous donne la suite
2D — R 4 T=M1N c=M""b
Dans notre cas, calculons T

tig =Y dir X (—ak;)
k

Or d;; =0sii# j donc

Qi j
tij = —digaij = ——=
Qi
Ce qui nous donne
ai,2 _ai,n
0 o ... ary
az 1
T = az 2 0
. _ Qn-1n
Ap—1,n—1
_ana _ Gnn-1
An,n e An,n

La méthode converge si p(T) < 1, ce qui est équivalent a ||T|| < 1.

Prenons la norme infinie || - ||« définie de la maniére suivante
T{loe = max 3 [t
J

Ainsi, on a

Qi j
Qj

17loe = max -
J

Or, A est a diagonale dominante donc on a

S a]
= max a; i
i al r I



> laij| < il

J#i
D’ou
1 ..
max —— Z la; ;| < max 2. =1
i aiql & i ail
j
Donc on a bien au moins une norme ||-|| pour laquelle ||T|| < 1 donc la méthode de Jacobi converge

avec cette matrice.

Question 4
La décomposition de Gauss-Seidel est la suivante
A=M-N M=D-1L N=U
Ainsi, on a
T=M'N=(D-L)"'U

Comme A € S;F+, d’aprés la question 2.a, c’est aussi le cas pour M7 + N. Montrons de plus que

MT + N est définie positive.
MY+ N=D-L)"+U=D-L"+U=D
La derniére égalité vient du fait que si A est symétrique, alors LT = U

A étant symétrique définie positive, sa diagonale I’est aussi, donc M7T + N est symétrique définie
positive.

On peut donc utiliser le résultat de la question 2.b qui nous donne p(M~1N) = p(T) < 1 et donc
que la méthode de Gauss-Seidel converge.
Question 5
Cette fois-ci la décomposition est la suivante

1 1—
A=M-N M=-D-L N=-—Ypivyu
w w

Calculons MT + N

1—wD+U:2—wD
w

MT+N=2 D [T 4N-=
w

2—w

—w
Ainsi, comme A est symétrique définie positive, D Vest si et seulement si >1

2_
—w>1<:>0<w<2
w

Ainsi, si A € ST et si 0 < w < 2, alors la méthode de relaxation converge.



Exercice 2

La matrice n’est ni symétrique ni a diagonale strictement dominante, il faut donc calculer les valeurs
propres.

Pour Jacobi, on trouve

0o -2 2
T, =1-1 0 -1
-2 =2 0
Calculons det(Ty — AI)
A2 =2
Ty—M=—|1 X 1| =det(T;—\)=2\
2 2 A

Ainsi, les valeurs propres sont A = (0,0,0) donc la méthode converge.

De méme avec Tig

0 -2 2
Tes=10 2 -3
0 0 2
Calculons det(Tgs — AI)
- =2 2

Tas —AM=|0 2-X =3 | =det(Ty—\)=-\2-)\)?
0 0 2-A

on trouve A = (0,2,2) donc p(Tgs) = 2 donc la méthode diverge.

Exercice 3

Question 1

La matrice A est a diagonale strictement dominante (avec des coefficients diagonaux positifs) donc elle
est définie positive.

Question 2

Comme elle est & diagonale strictement dominante, Jacobi converge d’aprés la question 3 de l’exercice
1.

Question 3

Comme elle est symétrique définie positive, Gauss-Seidel converge d’aprés la question 4 de I'exercice
1.



Question 4

Commencons par calculer Ty

s

Ce qui nous donne

det(Ty — M) = <)\2 - i) =A=(-1/2,1/2)
Ainsi p(Ty) =1

Pour Tgs on obtient

ros=[o )

D’ou

det(Tgs — M) = —A (—)\ + i) = A= (0, 1/4)

Ainsi p(Tes) = 1

Donc on a bien
(p(T1))* = p(Tas)

Question 5

D’aprés 'exercice 1 nous avons
12 < p(TTT)H2 x e
Soit encore

[1e®]]2
el

< p(TTT)*/?
11 suffit donc de choisir € tel que
p(TTT)M? < e
Pour Jacobi, la matrice T}y est symétrique donc p(T7Ty) = p(T)? donc

k
pTi T = (3)

Cependant, T ne l'est pas, il faut donc caleuler p(ThsTGs)
On obtient

0 0 5
TCZ;STGS = |:0 5/16:| = det(TgSTGS — )\[) ==\ <_)\+ 16)



5
Ainsi, p(TésTas) = 6

Et donc

k
p(TGSTTgs)"? = <\f>



