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Rappels et compléments d’algébre linéaire

Normes matricielles induites

Soit E, = K" l'espace vectoriel sur le corps K (R ou C). Soit || - || une norme vectorielle sur E,.
On note M,,,,,(K) Pespace des matrices de taille m x n. On appelle norme matricielle induite par (ou
subordonnée a) la norme vectorielle || - || g, 'application de M, (K) dans Rt définie par

|A| = max ||Az|g,, A€ Mpn.(K).

lzll e, =

Exercice 1. Montrer qu’une norme matricielle induite définie une norme dans ’espace vectoriel de
matrices.

Exercice 2. Montrer que si || - || est une norme induite, alors pour toute matrice A € M,,,(K), on a
A
4 = ma L2 = s .
220 |zl o<fall<1

Exercice 3. Montrer que pour toute norme matricielle induite, on a
a) ||Ax|| < [|A[l[lx]], Ve € Ep;
b) ||[AB|| < ||A||||B||, pour toutes A € My, (K) et B € M,,,,(K).

On considére dans E,, les normes vectorielles suivantes

ol = 32 bl lollz = | 3 bl oo = max il
1<i<n 1<i<n

Exercice 4. Soient A € M, (R), U € M, (R) et V € M, (R), avec U et V unitaires (i.e., || Bz|j2 =
llz|l2, V& € E,). Montrer que
[VAUll2 = [[All2-

avec || - ||2 la norme matricielle induite par la norme 2.
Suites de matrices

Exercice 5. Soit B une matrice carrée. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
a) limy_,0o B =0;
b) limg_,e B*x = 0 pour tout = € E,, ;
¢) p(B) < 1;
d) ||B]| < 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée.

Indication : démarche a) = b) = ¢) = d) = a).

Exercice 6. Soit B une matrice carrée. Soit S = Zf:o B! (B° = I,,). Montrer que S, converge vers
(I, — B)~! si et seulement si p(B) < 1.



Conditionnement d’une matrice et applications aux systémes linéaires

Soit A une matrice carrée inversible, le conditionnement de A, noté Cond(A), est le nombre définie
par
~1
Cond(A) = [[A[|A™],

ol || - || une norme matricielle. On notera Cond,,(A) le conditionnement calculé avec la norme matri-
cielle subordonnée || - ||, n = 1,2 ou oo.

Exercice 7. Soit A une matrice carrée réelle. Démontrer les propriétés suivantes :
a) Cond(A) >

b) Cond(A~!) = Cond(A4);

) Cond(aA) = Cond(A),ax € R;

)

)

c
d) Si A est symétrique, Condy(A) = ||§m€f”‘|| ;

e) Si P est une matrice orthogonale, Conda(PA) = Conda(A).

(avec Amax €t Amin la plus grande et la plus petite valeur propre de A).

Exercice 8. Soient A € M,,(R) une matrice carrée inversible et b et Ab deux vecteurs de R™. Soient #

et 7 les solutions des systémes linéaires AZ = bet AT = b+ Kb, respectivement. On pose Az =3-—7.
Montrer que

A Ab
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Exercice 9. Soient
—-0.1 1 - -2
4= <0.11 —1> » b= <2.1> ’ <0 )
Calculer les solutions exactes 7 et & des systémes AZ = bet A Kb respectivement. Comparer.

Que peut-on dire du conditionnement de la matrice A7



