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Résultats importants

Proposition 0.1 (Rayon spectral et produit de matrices). Si A € GL,(R) et B € M, (R), alors AB
est semblable & BA. De plus, on a
p(AB) = p(BA)

Proof. Montrons d’abord que AB est semblabe & BA
AB = AB(AA™') = A(BA)A™!

De plus, deux matrices semblables ont méme polyndéme caractéristique et donc méme rayon spectral.
O

Proposition 0.2 (Commutants d’une matrice). Soit M € GL,(R), M commute avec (I, + M)~1.

Proof.
(Iy+ M), + M) = (I, + M)™' + M(I,, + M)~}

Or, comme (I,, + M)~ commute avec (I, + M), on a aussi
(I, + MY(I, + M) = (I, + M) (I, + M) = (I, + M)~ + (I, + M)"'M
Ainsi, on peut écrire
(I + M)+ (I, +M)"'M = (I, + M)~  + M(I,, + M)™*
Enfin, en simplifiant & gauche et a droite par (I, + M)~!, on obtient
(In+M)™*M = M(I,, + M)™*
O

Proposition 0.3 (Majoration du rayon spectral). Pour toute norme induite ||.||am,,, et pour toute
matrice A € M, (R)

p(A) < [|Allm,,

Proof. Soit Apqez la plus grande des valeurs propres de A, et v un vecteur propre associé

1AV]] = [[Amazv]] = [Amaz| < |[v]] (1)

Or, par propriété des normes induites

[[Av]] < [[A[|p,, x [l (2)
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En combinant les équations (1) et (2), on obtient

Amaz| < [|v]] < [JAllm, X (0] € [Amaz| < 1Al

Ce qui donne

p(A) < [|Allm,,

Proposition 0.4 (Rayon spectral matrice symétrique). Si A € M,,(R) est symétrique, alors

[|Al]2 = p(A)

Exercice 1

Question 1

Le systéme s’écrit sous forme matricielle de la fagon suivante:

1 2 -3 o
1 -2 7 ¥

Question 2

Le nombre de solutions & un sytéme de la forme Az = b avec A € M,,(R) et b € R™ dépend uniquement
de A et non de b.

Un tel systéme admet une seule et unique solution si A est inversible.

1 2 -3
det(A)=12 6 —5|=1x fj2 _75’—2>< 9 _73’+1>< (23 _§’
1 -2 7

det(A) =24#0

’ Ainsi, det(A) # 0 donc A est inversible et le systéme admet une seule et unique solution.

Question 3a

La matrice A admet une factorisation LU si et seulement si toutes les sous-matrices principales de A
sont inversibles.

A =1 Ag:B a As= A

A est inversible car il s’agit d’un réel non nul. De plus, nous avons déja montré que A était
inversible donc As l'est aussi.

Calculons le déterminant de A,



1 2

5 g |=1x6-2x2=2%£0

det(As) = ‘

Toutes les sous matrices principales de A sont inversibles, ainsi, A admet une factorisation LU.

De plus, en ajoutant la contrainte suivante: Vi, L; ; = 1, la factorisation LU est unique.

La matrice A admet donc une unique factorisation LU.

Question 3b

Nous pouvons expliciter la factorisation comme suit

1 2 -3 1 0 0 |Uip Uiz Uiz
A=LU & |2 6 -5 = L271 1 0 0 U272 U273
1 -2 7 Lsy Lo 1 0 0 Uss
Aprés avoir effectué le produit matriciel, on obtient
1 2 -3 Ui Ui Uis
2 6 5| =|Lo1Ui Ly Ui o+ Usp Lo1Uiz3+Uss (3)
1 -2 7 L3 Uiy L3aUig+ L3oUso L3 1Upz+ Lz2Us 3 +Uss

11 suffit ensuite d’identifier les différents termes des deux matrices avec la liste suivantes d’équations
provenant de (3)

Uin=1 Ui2=2, Uiz=-3

LyaUig =2= Loy = 7~ =2

LsaUii=1= Ly =1

Ly Uip 4+ Uz =6=Uzo=6— Ly 1Uio=2
LoUis+Uy3=-5=Us3=1

L3 1Uio+ L3 oUsg = —2= Lgo = # =-2

L3 Ui+ L3oUs3+Us3=7=U3z3="T—L31Ui3— L32Uz3 =12

Pour résumer, la factorisation obtenue est la suivante:

-3

0 0 1 2
10 U=10 2 1
1 0 0

12

-2

Passons a la résolution du systéme Ax = b

Ax—b@LUx—b@{ Ly =
Ur =

Commencgons par résoudre le premier systéme Ly = b



1 0 O 1 1 0 0 1
2 1 0 | -1 ey 1 o | =3
1 -2 1 2 1 -2 1 2
(Lb)
1 0 0 1 1 0 0 1
Lacls=Li [0 | _g | Lselst2xta [ 1 _3
0 -2 1 1 0 0 1 -5
Ce qui nous donne
1
y=|-3
-5
Résolvons maintenant le second systéme Uz =y
1 2 -3 L1 1 2 3 1
02 1 | —3| =0 2 -3
0 0 12 -5 0 0 1 —5/12
Uly)
1 2 -3 1 L Lo/ 1 2 -3 1
Leclazla g 9 o | —g1/12| 2222 1o 1 0 | 31/
0 0 1 —5/12 0 0 1 —5/12
120 —1/4 10 0 | 28/12
Liehitdxls g 1 0 | —31/24 | e (g 1 o | —31/24
0 0 1 —5/12 0 0 1 —5/12

On a résolu le systéme en entier et obtenu la valeur de z

28,/12
x=|-31/24
—5/12

Question 3c
On note Njpsp le nombre de muliplications/divisions et Nag le nombre d’additions/soustractions
Comptons le nombre d’opérations pour la résolution du systéme Ly = b

Pour i = 2 a n on effectue les opérations suivantes
i—1

yi =bi— Y _ Lijy;
Jj=1

Pour y; on a donc N](\}L(yi) =i—1let N{glé)w(yi) =1

En sommant sur toutes les valeurs de i, on obtient



n

N, =3 -1= Y= (@)
i=2 =1
N =Yyi= kY (5)

Comptons a présent le nombre d’opérations pour la résolution du systéme Uz =y

Pour i =1 a n — 1 on effectue les opérations suivantes

Yi = 2 i1 Uig¥s
Ui

Ty =

Pour z; on a donc N](V?)D(ml) =14+(n—1)et Nfs)(xi) =14+(n-1)

En sommant sur toutes les valeurs de i on obtient donc

NZ =N il—l—(n—z):il—k(n—(z—l—l))
74_271 1 ndl n—1 6
= (n—z):Zn—Z@ (6)
i=1 i=1 =1
Ca(n—1)— n(n2— 1) _ n(n2— 1)

Au total, en combinant les résultats des équations (4), (5) et (6), on obtient
NMD :NJ(\;)D +NJ(\3)D = n(nf 1)

1 -1
Nap = N+ N = Mt tntn =D _ e

‘ Le nombre d’opérations pour résoudre un systéme avec la factorisation LU est ainsi en O(n?) ‘

Exercice 3

Question 1

La suite z(*) est définie par les deux équations suivantes

(D + H)zk+2) = —vz®) 4 p
(D + V)z*+D) = —gz(+2) 4p

De la premiére équation, on extrait la valeur de sc(k*%), et de la seconde, la valeur de z(+t1)

22 = (D + H)"*Va® 4 (D+ H) b o
g ) = (D4 V) 1Hz®+2) 4 (D + V)~ 1b



En combinant les deux équations de (7), on obtient

25 = ~(D+ V)T H (~(D + H)"'Val®) + (D + H)7b) + (D + V)™
=D+V)'HD+H) "'z — (D+ V) 'HD+H) b+ (D+ V)b
=D+V)'"HDO+H)'Va®™ + (D+ V)™ (I, -HD+H)™ )b

Ainsi, la suite est de la forme 21 = T2 4+ ¢ avec

T=(D+V)'H(D+ H)"'V ()
c=D+V) ' (I, —-HD+H)™ )b
Une telle suite converge si et seulement si p(T) < 1, soit
p(D+V)'HD+H)"'V) <1 (9)
Question 2a
Posons B = D'H et C = D™V, ce qui nous donne également
H=DB V=DC (10)
Réécrivons la matrice T obtenue a I’équation (8) grace a (10)
(D+ V) *H(D + H)*lv (D+ DC)~ 1DB(D +DB)"'DC
=(I,+C)"'D~ 1DB(In +B)"'D7'DC
=(,+C)"'B(I,+ B)"'C
De la derniére égalité dans I’équation (11), on peut déduire
p(D+ V) 'HD+H)'V) =p((I,+C)"'B(I, + B)"'C) (12)
Dans notre cas, (I,, + C)~! est inversible, on peut donc utiliser la proposition 0.1 pour écrire
p((In+C)'B(I,+ B)™'C) = p(B(I. + B)'C(I, + C)7") (13)
Ainsi, les résulats des équations (12) et (13) nous donnent
p(D+ V) 'H(D+H)'V)=p(B(I, +B)"'C(I,+C)™") (14)




Question 2b

Par hypothése, H et V sont symétriques. Par ailleurs, B = D'H = ¢ 'H avec ¢ € R* donc B est

symétrique, de méme pour C.
De plus, B étant symétrique, (I,, + B) l'est aussi, et (I,, + B)~! aussi a fortiori.
Montrons que B(I, + B)~! est symétrique
(Bl + B)™)T = (I + B) )BT = (I + B)"'B
De plus, d’aprés la proposition 0.2, B commute avec (I,, + B) ™!

Cela nous donne

(B(I, + By Y =B(I, + B)™!

’Ainsi, B(I, + B) ™! est symétrique, de méme pour C(I,, + ). ‘

D’apreés I’équation (14) de la question précédente, on a

p(D+ V) 'H(D+H)'V) =p(B(I, +B)"'C(I,+C)™")

En utilisant la proposition 0.3, on peut écrire
p (B(In+B) 7101+ C)71) < ||B(In + B)"'C(L + C) M2
Par propriété des normes induites on a

I1B(In + B)"'C(In + C)Ml2 < ||B(In + B) |2 x |C(Ln + C) 72

De plus, B(I,, + B)~! et C(I,, + C)~! étant symétriques, on peut utiliser la propriété 0.4

IBI,+B) Mla=p(BIn+B)™")  |[CI,+C) Ma=p(CU,+C)7")

Ainsi, d’aprés les équations (15) et (16), on obtient

p(D+ V) 'H(D+H)'V)<p(B(I,+B) ") p(CU,+C)™)

Question 2c

Soit v un vecteur propre de B associé a la valeur propre A. On a par définition
Bv = \v
On a également
(I,+Bw=(0+MNvev=(1+NI,+B) ve Bv=(1+\NB(I,+ B) v

En combinant les équations (18) et (19), on obtient



A

M= (14+NB(I,+B)™*
v=_14+NB(, + )v@1+A

v=DB(I,+B) '

A
(1+X)

Ainsi, est une valeur propre de B(I,, + B)~! associée au vecteur propre v.

Or, par hypotheése, p (B(I, + B)™') < 1 donc < 1.

A
14+ A

Dans les cas ot A > 0 et A < —1, on obtient la condition A < A + 1 qui n’apporte rien.

Le cas intéressant est celui ou A €] — 1,0], qui nous donne

- 1
—— <1l A+ 2
1+)\< & +2>O (20)

1
L’inégalité (20) est équivalente a l'affirmation: §In + B définie positive.

Ce qui nous donne

_ 1
p(B(I,+B) H<le §In + B est définie positive. (21)

1 1
Ainsi, si §In + B et §In + C sont définies positives, grace a (21), on a alors
p(BLn+B)™") p(CIn+C)71) <1

et donc convergence de la méthode itérative d’apres (9) et (17).

1
Par ailleurs, §In + B est définie positive si et seulement si D (%In + B) lest aussi, car D = cl,
avec ¢ > 0.

En développant, on obtient
1 1 1
On en déduit donc

1 1
§In + Best définie positive < §D + H est définie positive

1 1
Au final, la méthode itérative converge dés que les matrices §D + Het §D + V' sont définies positives.




